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最大嫡谱的优良特性和预报误差过滤

系数阶数的确定
’

缪 锦 海

(北京大学地球物理系 )

提 要

最大嫡谱分析比通常谱分析分辨率高
,

峰值偏离小
,

特别适宜于短资料或长周

期的谱分析
,

这对气候分析和中长期过程的周期分析是有显著意义的
。

最大嫡谱分析的预报误差过滤系数的阶数
,

可以在最终预报误差 (Fp E ), 的前

后两个极小值的谱估计一致的条件下
,

用前一个极小值的 饥 数来确定
。

一
、

引 言

谱分析在气候的周期性分析和气象场统计特性的分析中
,

都是重要的统计方法
。

目

前
,

在气象上常用的谱分析方法
,

是通过资料的 自相关函数乘以某些窗函数
,

然后经过

富氏变换而得到功率谱估计的
。

这种由 Bl ac k m a n 和 T u
ke 尹

, 〕(1 9 5 9) 提出的谱分 析 方

法
,

实际上对资料作了这样的假定
:

在所得资料之外认为是周期的或是零的资料
。

这样

的假定不利于估计真实谱
,

不利于谱的分辨
。

1 9 6 7 年 B u rg 〔2〕
提出了最大嫡方法 (Max i-

m u m E n tr oP y M et ho d 简称 M E M )
。

嫡是对于随机过程的单位时间的平均信息
。

最大

嫡方法没有上述的假定
,

而是根据现有资料
,

使得平稳过程的嫡最大推得无限个滞后的

自相关函数
,

从而得到谱的估计
。

P ar z
en 邝3 (1 9 6 8) 从另一观点即最小二乘预报误差过滤

的自回归谱估计得到相同的结果
。

这实际上改变了通常谱分析方法的固定窗即不随着资

料的真实谱 的特性而变化的缺点
。

当估计某一频率的功率时
,

调整窗的特性使得其它频

率功率影响最小
,

这样就有利于得到真实谱
。

因而
,

具有比通常的谱方法显著的分辨能

力
,

对于资料长度比较短的情况尤为明显
。

正因为有这样突出的长处
,

最大墒谱分析受

到普遍的重视
。

在有些学科的应用上已取得显著的成功
。

ui ry ch 和 Bi
s
ho P〔4 〕 (1 9 7 5) 作

了全面的评论
。

H ay as hi (林 良一 )「5 〕(1 9 7 7) 把最大嫡谱应用到气象方面
,

进行空间
一

时

间的功率谱分析
,

取得了好的结果
。

最近我国曹鸿兴
、

罗乔林讨论了气象资料的最大嫡

谱分析(在内部会议上)
。

本文在简要说明最大嫡谱方法的基础上
,

利用理想的谱和实际例子
,

进一步具体讨

论最大嫡谱方法的优良特性和局限性
,

并对计算最大嫡谱的重要问题即确定预报误差过

滤系数的阶数
,

根据试验提出新的意见
。

*
本文于 1盯 s 年 5 月 2 4 日收到

。
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二
、

最 大 嫡 谱 分 析

1
.

最大嫡谱

对于平稳过程的嫡为

1 厂
广艺二

一 , - , 万一一 .
4 J 万 J

Zn s (f )d f (1 )
、

一 f ,

这里 f N 是 N yq ui st 频率
,

f 二 一 1 / (2 △ : )
, △ :

是样本间隔
,

f 为频率
,

S( f )为功率谱
。

对于平稳过程的功率谱和 自相关函数的关系为

、
.了、.夕
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在已知 m 个滞后的 自相关函数(p (0)
, p (1 )

,

⋯
, 户(从一 1 ))的约束条件下

,

使得平稳过程

的嫡最大的功率谱称为最大嫡谱
。

对 (1) 式在 m 个 (3) 式的约束条件下
,

按照变分原理
,
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是相同的
。

因而

少l二 一 a1
,

儿二 一内
, ’ . ‘

,
川一一 a 二

·

(6) 式可以改写为

尸m 二 尸。一 (a o户1 + ⋯ + a , , :
户

, n

) (1 0 )

所以 P,
。

是 m + 1 长的预报误差过滤器 (1
,

一 a ; ,

⋯
,
一 a,

。

)的输出功率
,

简称为预报误

差功率
。

从另一观点来看
,

由于这功率谱是通过过滤器 (1
,
一 a l , · ·

一
a
动得到

,

而这过滤

器是由自回归模式的最小二乘预报误差的条件下产生的
,

这过滤器的系数称为最小二乘

预报误差过滤系数或预报误差过滤系数
。

2
.

预报误差过滤系数 的估计

求 ) 1 ,

⋯
, ) 二 的方法

,

可以用 Y u le 一

W al k e r
估计的方法 (Y

一

W 方法 )
。

先计算 p (动

的估计值 户(动

行 )一汁匕
-

犷
、 ,

一、 ,

工v 一不

篙
(1 1 )

其中
、 ,

是标准化序列
,

然后把 p (劝代入方程 (9)
,

可求得 (a , ,

⋯
, a

m)
。

B u rg 〔8〕(1 9 6 8) 提出另一种新的估计方法
。

对于最大嫡谱满足的 (5) 式
,

当在第 m 一 1

步求解后
,

已知 P0
,
p l ,

⋯
, p 。 一 1 ,

而在下一步即第 m 步时
,

就包含有 (al
, a Z ,

⋯
a m

,
户。

和p 。 )m + 2 个未知数
。

而 (5) 式只有 m 十 1 个方程
,

所以要求增加一个附加判据 才能得

到唯一解
。

B u rg 提出使总的预报误差过滤的平均功率最小作为附加判据
。

对于一阶向前预报误差平均功率

万全I馨
(‘

/

一
“ 1 1“”

·

一阶向后预报误差平均功率

元认馨“
‘
一 “ “““

总的一阶预报误差过滤的平均功率为

/ 1 = 云灭七丽馨
仁(X :

一
‘才一 ’2 + (‘

!

一
“ ! 1‘ :”J

·

使 “ ;
达到最小而求

a l l ,

即

可得

口汀
,

一二 = O
口a 1 2 一

“

N 一 1

2 乙
、 , 、‘十 ,

。1 1二

有一—
’

(1 2 )

乙 (戒十砖
十 , )
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对于 m 阶预报误差过滤的平均功率为

万 一 m ~ m
、 。

爪
.

、 。 ~

、

一丽六丽 乙 {(
劣

厂军
a / 。 * 、 / + *

)
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云
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)
‘

{
(‘3 )

才之 1 一 、

凡= i
了 ’

化二 i
‘

一

根据最小化条件
d兀

, 二

可得

其中

d a 二二 一

万 一 刀之

Z E b m , b从
,

才= 1
a m

7月
= N 一刀 2

乙 (b 系
才+ b淤)

t = 1

(1 4 )

b
了左 , 二乙

丸= O

a 二一 1 *、 , 十。= 乙
a ,二 一 1 , 。一* 、 , + ; 。一 *

(1 5 )

, 从
,
= 乙

a m 一 , * 、 , + m 一 * 一 乙
a jn 一 lm 一 *‘ , + 。

尧二 0 = 0

而
a m 秀= a m 一 1左一 a o m a m 一 z。 一左

.

沦= 1 , 2 ,

⋯
,

m = 1

根据 (1 5 )
,

(1 6) 式可以得到递推公式

b爪‘= b m _ 1‘一 a m _ 1 , 二_ : b从
一 1,

b翔
,
= b从

一 1‘+ 1一 a 二一 1 二一 lb m 一 1 , + 1

初始情况为

乙。, = b乙
, = 、 : t = 1 , 2 ,

⋯
,

N

b It = 劣 t

b ;
‘
= 二 t + ,

由(1 6 )式代人 (5) 可得 p m 的递推公式

尸二 = 尸二一 , (1一 a系
, 二

)

(1 6 )

(1 7 )

(1 8 )

(1 9 )

1 吞
P0 一可台

‘

A n d e r s e n 仁9 〕(1 9 7 4 )作了详细的推导
。

3
.

自回归阶数即预报误差过滤系数的阶数
U lr y e h等

C4〕
提出用A k a ik e〔, “〕(2 9 6 9 )的最终预报误差 (F in a l p r e d ie ti o n E r r o r F p E )

的定阶方法来确定最大嫡谱方法的过滤系数的阶数
。

最终预报误差

(FP E )m =
N + m

{反二不牙尸m (2 0 )

取 (F PE )
, , :

的第一个极小值或最小值时的 m 数作为过滤系数的阶数
。

三
、

最大墒谱的优良特性

我们通过理想的正弦波加上白噪声组成的时间序列和一些实际的时间序列来对比最
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大嫡谱和通常的谱分析
,

从中可以看到最大嫡谱有以下的显著特性和局限性
:

1
.

最大嫡谱比通常的谱分析具有突出的分辨能力
。

如图 1 ,

为频率 f
l = 0

.

04 和频

率 f
Z 一 。

.

。6 的相同振幅的两个正弦波 和 标准差为两个正弦波的鲁的白噪声组成的时间J ‘ - .

一
” 砂 ’曰 ‘

’

刁 古”
’

川 州 廿 ’ “ ’

一
‘
~ 一

‘ ’一 F‘ ’

一一
/ 子 ‘

一

“ ’

一
‘
一一

卜 ‘

g ” 子

~ 门、 产

~ ~
曰 廿 p 切 ‘

叫

序列 (资料数N 为 5 0) 的最大嫡谱和通常谱
。

最大嫡谱 Bur g 法 的功率谱能正确又清楚地

分辨出有频率 f
, = 0

.

04 和频率 f
Z 一。

.

06 的两个峰值
。

而 通 常 谱 分 析 只能给出 f
, 二

0
.

0 4 的一个峰值
。

最大嫡谱甚至能分辨频率 f
l一 0

.

04 和频率 f
Z = 0

.

05 的 两个非常接

近的正弦波 (资料数为 5 0 )
,

见图 2
。

侧铆并俘形如口n闰侧懊哥俘坦琴|r产
侧辞铆俘囚闺芝30
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\
2 。

卜

A
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1111|2211
,10 50
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2 王0 / \
o

·
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·

IO f
巨星一之 二笠 r 一尸沪~ , 产一, 气”,
1 8 2 0 2 2 24 2 6 28

、

30 3 2

\
34 T

图 1 频率 f1 二 0
.

04 和频率 几二 0
.

06

的正弦波加上白噪声的功率谱 (N 一 50 )

—
M E M :

- -

一通常谱

图 2 频率 0
.

04 和频率 0
.

05 的正弦

波加上白噪声的 M E M 功率谱 (N 二 50)

_
B u r g 法

~ ‘ _

_一Y 一

W 法

分辨能力与资料长度有关
。

图 3 为频率 0
.

04 和频率 0
.

08 加上白噪声的通常谱
。

在

资料长度N 一 50 时只能初略的分辨出不 明显的两个峰值
,

N = 1 00 时才能分辨清楚有两

个峰值
。

显然
,

在N 二 25 时是不能分辨的
。

对通常谱分析的分辨能力的试验情况见表 1 ,

x
表示 f

l
与 f

: 不能分辨
,

叼表示初略的分辨
,

『表示能明显分辨
。

这样
,

总结通常谱

分析(经过光滑的 )的分辨能力为 f
l一f

Z一 2 / N
,

才能初略的分辨
。

所以
,

最大嫡谱的

分辨能力比通常的谱分析(经过光滑的)至少要大 4 倍
。

2
.

最大嫡谱 B u r g 法的谱估计比 Y
一

w 法和通常谱估计更符合真实 的 谱特征
,

谱

的峰值的偏离小
。

从图 2 中可以看到 Y 一

W 法的峰值有明显的偏离现象
,

f
, = 。

.

04 (周期

T 二 20 )偏到 T 二 22 处
,

f
Z = 0

.

05 (T 一 2 5) 偏到 T 一 32 处
。

通常谱分析的偏离也比较显

著
,

正如 T o m a n 〔, ’〕(1 9 6 5) 指出
,

在资料数小于正弦波周期长度的 0
.

58 倍时
,

最大谱值

将出现在零频率处
。

这与我们的试验是一致的
。

最大嫡谱 B u rg 法在资料长度为正弦波周期长度含一令时也会出现偏离现象
。

如 图
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表 1 通常谱的分辨能力与资料长度

N 的关系
。

(说明见文内)

一~ ~

一五 一九
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一~ 一一~ 一_
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x
试比少

xx
哪

0 0
.

0 4
’

O
.

OS O
.

12 f

0
.

0 5 一 0
.

0 4 = 0
.

0 1

0 06 一 0
.

0 4 = 0
.

0 2

0
.

0 7一 0
.

0 4 = 0
,

0 3

0
‘

0 8 一 0
.

0 4 二 0
.

0 4

图 3 频率 0
.

0 4 和频率 0
.

0 8 加

上白噪声的通常谱

—
N = 5。的通常谱

, ·

一N = 10 0 的通常谱

4 为 f ; = 0
.

01 和
‘

f Z二 0
.

1 加上白噪声的资料长度为 50 的功率谱
。

其中 f l 二 0
.

01 (T =

1 00 比资料数长一倍 )的峰值出现在 。
.

00 9 处
。

我们计算了 T = 1 00
、

N 二 25 的初位相为

零的正弦波的最大嫡谱
,

其峰值出现在 T = 95 处
。

在我们的试验中
,

当资料长度为正

弦波周期长度的告一告时
,

偏离程度约为频率的 5一 10 % 左右
。

这与 c h e n
和 s teg

e证 ’2 ,

( 1 9 7 4) 的试验是一致的
。

他们并指出在资料长度为周期的含时
,

偏离程度与初位相的关

系很大
,

有时偏离可达频率的一倍左右
。

0
。

2 2 0

0
.

1 10

“

眯谕话了了瑟了丽下丽钻截汾I

侧却辞俘滚山芝侧邵哥俘梅解网

图 4 频率 人 = 0
.

01 和 频 率 0
.

1 的

正弦波加上白噪声的最大嫡谱
(N = 5 0 )

图 5 一百年的在 1 30o E 、 2 0o N 处的

地面气压的谱估计

—
最大嫡谱

·
,

一通常谱

3
.

对于短资料和低频部份的功率谱的分析
,

最大嫡谱 (B u r g 方法) 具 有 独 特 的

分析能力
。

在图 4 中
,

资料长度为长周期的一半
,

并混在高频的波动中
,

也能得到满意
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的功率谱估计
。

这对气候和中长期预报的周期分析是有意义的
。

图 5 是在 20
O

N
, 1 3 0

O

E 处的一百年地面气压的谱估计
。

最大 嫡谱分析能估计出有

7 5 年左右的长周期振动
,

而通常谱分析只能在周期 1 00 年(f 二 0
.

0 1) 出现峰值
,

估计不

清楚
。

类似地
,

我们计算了上海一百年降水量 (等级) 的谱估计
,

最大嫡谱能估计 出 31

年左右的周期
,

通常谱分析只能粗糙地估计为 30 一 40 年周期
。

从图 5 可以看到
,

两种

谱在其他部份是相似的
,

但最大嫡谱要明显些
。

四
、

预报误差过滤系数阶数的确定

最大嫡谱通过根据原始的资料特征进行外推来克服通常谱认为原资料之外是周期的

或零的特征的弱点
。

它的外推方法是用最小二乘预报误差过滤的方法即自回归模式估计

的方法
。

这样
,

过滤系数阶数的不同
,

外推的结果就不同
,

因而谱估计就不同
。

所以
,

过滤系数阶数的确定是值得重视的问题
,

它影响 着 最 大 嫡 谱 的 实 际 运用
。
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s th e g e n 〔, “〕( 2 9 7 4 )提 出阶数在 6一 1 5 之间比较 适

当的意见
。

U ly r e h 和 B i sh o P〔4 〕 ( 1 9 7 5 ) 提出用

(F PE ) m 的第一个极小值或最小值时的 m 数作为

阶数的意见
。

但是
,

在我们分析的不同频率
、

不

伺资料长度的理想例子和实例中
,

发现他们的方

法并不能都得到正确的谱估计
。

图 6 是不同频率
、

不同资料长度的各个阶数 m 时的功率谱峰值的频

率的变化图
。

图中( 1)
,

( 2)
,

⋯⋯表示 FP E 的

第一个极小值
,

第二个极小值⋯⋯
。

图中〔]表示

卫p E 的最小值
。

从图中可以看到有四个例子的阶

数大于 15 才能得到正确的谱估计
。

在图 6 中
,

只有图6 A 这一个例子 (f
l = 。

.

1 ,

f : = 0
.

2) 的F p E

的第一个极小值的阶数时谱估计是正 确 的 谱 估

计
。

其它的例子
,

用第一个极小值的阶数来估计

都不能得到正确的谱估计
。

图 6 B ,

图 6 C 是第

二个极小值情况是正确的谱估计(另有三 例 f ; -

0
.

3 3 ,

f Z = 0
.

3 8 ; f , = 0
.

0 4 ,

f Z = 0
.

0 6 ; f , =

0
.

01
,

f Z = 0
.

1 ,

图略 )
。

其它例子 都是第三个

极小值或多于第三个极小值的阶数时才是正确的

谱估计
。

从图 6 E ,

图 6 F 两个实例来看
,

采用

FP E 的最小值的阶数 (分别为 7 与 2) 都不能得到

正确的谱估计
。

虽然
,

Ul yr ch 等提 出的方法是比较合理的
,

因为在 FP E 为极小值或最小值时的预报 误差功

率 (即方差 )为极小
,

这样
,

根据原来的资料特征

的外推就可能比任意规定的阶数要 合 理 些
。

但

一。 2
.

2 1吐 1冶 18 加 北- 豆犷 m

图 6 不同频率
、

不同资料长度的功

率谱峰值的频率随阶数 饥 的变化图
。

(1 ) ,

(2 卜
· ·

⋯表示 F P E 的第一个极小值
,

第二个极小值⋯⋯
,

〔〕表示 F P E 的最小值
。
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是
,

通过以上例子的试验说明这方法在有些情况谱估计不正确
。

如何改进 Ul yr ch 等提出

的方法呢 ? 从我们试验的所有例子中
,

可以看到一个共同的特点
:

当F P E 的前后两个极

小值的谱估计一致时
,

这样的谱估计是合适的
。

如图 6 A 中第一个极小值 与第二个极小

值的谱估计是一致的
,

图 6 B ,

图 6 c 中第二个极小值和第三个极小值的谱估计是一致

的等等
,

这时的谱估计是正确的
。

另外
,

常常是前一个极小值的谱估计的数值比较合适
。

这说明不仅要预报误差功率极小
,

而且还要这些功率极小时的谱估计是稳定的
。

这样
,

才能更好地反映外推的可靠性
,

充分地反映最大嫡谱分析的优点
,

得到比较正确的谱估

计
。

因此
,

我们提 出在 (F PE )m 的前后两个极小值的谱估计一致时
,

用前一个极小值的 m

数定为预报误差过滤系数的阶数的方法
。

五
、

结 语

最大嫡谱分析比通常谱分析分辨率高
,

峰值偏离小
,

特别适宜于进行短资料的谱分

析
。

最大嫡谱的分辨率至少是通常谱分析的 4 倍
,

在资料长度为周期长度的于一于时
,

峰值偏离约为频率的 5%一 10 % 左右
。

最大墒谱分析的预报过滤系数的阶数
,

可在 F p E 的前后两个极小值 的 谱估计一致

的条件下
,

用前一个极小值的 m 数来确定
。
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