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’

吕纯镰 陈舜华

(南京气象学院)

提 要

在线性 L o gi sti c 判别中
,

各母体的相关结构是相同的
,

但对理论研究和实际应用都很重

要的是各母体的相关结构不相同的情况
,

这样就引出了二次 L og isti c 判别的问题
。

若变量维数

p 不太小
,

如 p > 4
,

则在完全 L o gi st ic 判别中将出现太多的要 计算的参数
。

利用 拟牛顿迭代

法解出由最大似然估计所得到的关于 L og isti c 参数的超越方程组
。

并作出华北地区夏季旱涝

预报的二次 L o gi st ic 判别分析
,

以及北京 7 月上旬内最高气温大于 35
O
C 的 日数不少于 Z d 与

少于 Z d 的二次 L og ist ic 判别分析的实例
。

最后
,

还提出了在某些特殊情况下的近似方法
。

一
、

引 言

判别分析方法
,

如 Fi
s
he

r , B ay es 及逐步判别等
,

已在实标 应用 中广泛使用
。

严格地

说
,

这些方法仅当变量为正态分布时才可应用
。

L og is ti c 判别在我国还较少应用
〔’, 2 ’,

它

关于变量的基本假设条件较宽
,

尤其 L og ist ic 判别不仅可假设变量来自具有 等协方差阵

的多元正态分布
,

且变量可为相互独立或二值 0 一 1 变量
,

或一些是连续变量而另一些是

多值离散变量
,

因而
,

对判别分析使用 L o gi s ti c
模型优点之一为其具稳健性(ro b us t )

,

即

对一些不同分布的变量都可得到相同的 L og ist ic 公式
,

故在实用中
,

对未经正态检验的变

量应用本方法是可行的
〔‘, 2〕。

线性 Log ist ic 判别是在把各母体中因子之间的相关结构认为是相同的假定下得到的
〔’, “, 。

但考虑把各因子之间的相关结构在各母体中认为是不同的
,

有时 在理 论研 究或实

际应用中都是很重要的
,

这就引出了二次 Log is tic 判别函数
;但它有过多的需要估计的参

数
,

在一般情况下
,

当维数 p (因子数 )大于 4 时
,

在计算上会产生一定的困难
,

故必须给出

近似方法
,

使它比全部二次判别函数要估计的参数要少且又现实可行
。

本方法最初由 D
.

R
.

C o x
提出设想

〔3 , ,

后经 N
.

E
.

D a y 和 D
.

F
.

K e r r id g e 发 展 (仅考

虑两个母体)川
,

J
.

A
.

A n d e r s

on 对此方法作出了重大的贡献
〔5一 9

l(主要用于生物医学上) ;

本文在 J
.

A
.

A n
de

rso n
工作 [ 8 〕的基础上使数学模型更为具体

, 以 便能编出程序进行具

体计算
,

并在我国首次将该方法应用于气象上
,

比线性 L o g isti c 判别及多级 B a
ye

s 判别的

效果都好
。

* 本文于 1 98 4 年 3 月 3 日收 到
, 1 9 84 年 12 月 10 日收到修改稿 -
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二
、

数

线性 L og is ti 。 判别中
,

在母体 H
‘

(i一

学 模 式

1 ,

⋯
,

。 )上 观测 到 X “ (二 , ,

⋯
,

补丫的概率

尸(二 }。
‘

) 一 。 ‘e 、p {一冬(x 一、
‘

)
‘
、一 , (二一、

‘

)}诱(x )
,

‘

其中 万
‘

为对应于母体 H
‘

的均值向量
,

为保证其概率性质
,

对任意函数 献 X )仅假定可积

性与非负性足矣
, a 。

为归一化常数
,

表各因子相关结构的 , x 尹正定对称阵 A 与 云无关
,

即

对每个母体皆同
;
现假定 A 与 葱有关

,

即不同母体的 A
‘

(￡~ 1 ,

⋯
,

, )不同
,

故有

~
, , , , , , 、 。

1
, 、二 , , 、 , 月 _ , , , ,

厂气人 l月 ‘) = a ‘e x P戈一 下不气人 一 iU .

)
‘

八“ 气入 一 J理 ‘)少价气入 )
o

‘

由 B a yes 准则
,

已知先验概率 P (H
‘

)全 q ‘

(i= 1 ,

⋯
,

二 )时
,

观测到X 后
,

(1 )

视后验概率

p (H
:

IX )全 p
。二 = p (X IH

。

)p (H
。

)/兄 p (X IH
‘

)p (H
:

)
,

(s = 1
,

⋯
, 。 ) (2 )

止= l

中谁大
,

则判 X 属该相应之母体 H
. 。

将 (l)代人(2 )
,

利用 M
, ,A I一 ’X = X

‘A 厂‘万
: ,

令

舀
! 一 , n (a !。!

卜专M
/ ‘A一,

‘

(‘一 1 ,

⋯
,

, )

。
一 通忑’万

:

一A 。石‘万
, ,

(此时 a , 一 0 )

a
。 。

一。一行一 , ·

(谁云豁)
一

专
‘,

·‘
A ; ‘, 厂 , “A一

‘, 。 ,此时
a 。。一 0 ,

D
:

一合
(A

。一 , 一 A 。一 )
,

(此时 “。一 。)
,

(。一 1 ,

⋯
, m 一 l)

,

则有后验概率为

尸
。 :

-

e x p {X
‘

O
:

X + X
尹a

.
+ a . 。

}
(s = 1 ,

⋯
,

m )

i +
乙

e x p { X
产

D
:
X + X

‘a : + 。‘。

} (3 )

对所有
: 一 l ,

⋯
,

。 上式分母皆同
,

故 P “之大小只需看分子且只需 看
。 的指 数 部分 的

大小
,

故得二次判别函数

{
u

.

(x )二 x
‘

O
。

x 、 x
‘a : + a

: 。

二 E 。 ‘, “ ’二‘二 , 十
乙

a
。 : x , + a . 。 ,

(
a = i ,

⋯
,

, 一 1 )
. , J , 1 挤二 l

(4 )
U 。(X )三 0

。

这里比(。一 1 )(尹 + i )个线性 L o g istie 判别系数 {a
。‘: s = 1 ,

⋯
,

m 一 i ;
j= o

,

1
,

⋯
, , }多

了(。 一 i )夕(夕 + z )/ 2 个二次项系数 {。
‘, “ ) : s = 1

,

⋯
,

, 一 1 ; i ,

J= 1
,

⋯
,

夕}(。
‘, “ , -

。 ,

“
‘ ’; 当 p 较大时

,

在迭代运算中会产生麻烦
,

故用谱分解法以减少 D
。

中的 二次参数的

个数
:
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D
。
= 兄 只

, 。l‘
。

l
产, : ,

(5 )

其中 久
, 。

为 O
。

的特征值(按其模的大小排序
,

!只
, ,

!最大)
,

l
、 ,

为相应的特 征向量
,

这样就

可只取前几项近似表达 O
: ,

以减少二次参数的个数
;
最简 单的是当 !久

2 ,

/ 只
1 :

!很小时
,

只

取一项
,

即

口
a

、几
.
1

:

l
a ‘ ,

(省略下标 1 )
,

(6 )

此时二次参数仅 (、一 i )夕 个
,

其中 z
。

二 (z
。 : ,

⋯
,

l
: ,

)
, ,

因兄 12
。,

= i ,

(s = i
,

⋯
,
。一

1 )
,

不便于计算
,

作变换
,

令

; :

一 sg n (*
。

) 一

{
+ 1 当 只

,

> 0 ,

一 1 当 只
。

< O ,
(s = 1 ,

⋯
,

饥 一 1 ) (7 )

J
。 ,

= 忍
8 ,

杯万蕊刃-
,

(s = i
,

⋯
,

, 一 l ;
j = 1 ,

⋯
,

夕)
,

则有

X
‘

”
‘

X 一“
·

X “
·

“
·

X 一 ;
·

(‘
: ‘· , 2 一 ;

吕

(睿
‘

一
)2 ,

因而判别函数为 (取 二 。二 1)

U
·

“’一
(“

‘,

‘ , ’+ ·‘·

X · 。

一(睿d , 。二 。

)2 十 乙
a : 、x , ,

(s = 1 ,

二

萝= 0

·
,

饥 一1 )

(4 )
尹

U . (X )三 0 ,

而后验概率为

p
。 二

= e x p {U
。

(X )}/ [ z +
艺

e x p {U
‘

(X ) }〕
,

(; = i
,

⋯
,

饥 )
,

了= 2

(2 )
尹

故需估计的参数由原来 (4 )中的 (。 一 1 )(夕 + 1 ) 十 (m 一 1 )抓尹 + 1 )/ 2 个减少为(m 一 l) x

(2 夕 + i )个
。

从混合母体中随机独立地 抽取
。 = 乙

。 。

个样本(n 。

为从母体 H
,

中抽 得的 样本数 )
,

, 个样本总体似然函数为

‘nL 一‘n
n 且P( X H

。

) 一 常数 十
E E ‘n p

: 二

(8 )
a = 1 ‘任H s

它通过 p
。 ,

由(2 )
‘

与未知参数 {a
: 、

}及{ d
: ,

}建立联系
,

用最大似然估计时
,

需先由 (2 )
产

对未

知参数求偏导
:

险
一 p 二“一 p 二 ,一 z

l 口尸
。 _

_ _
, .

、

l币石戈
‘

一
I’

: 二
尸二 劣‘ , “

产
‘,

\

s , 必= 1 ,

一
,

饥一 1 ;

(9 )
夕= O

,

⋯
, 夕 ; )
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}会
1粤汁

= 2 拼
。

(d
, ,

X )P
。 :

(1 一 P
: :

)x
, ,

⋯
,

m 一 1 ;

) (1 0 )

弓.二

一一1,t=S;J
了了了..、、
几

= 一 2 以 .

(d
产 . x )P

: 二

P
。: x , ,

故由(s)
、

(9 )
、

(1 0 )而得 (m 一 z )(2 夕 + 1 )元超越方程组

{旦坦全

}
“a

: J

!业竺
,

L d d
。 J

乙
x
〔H

x
,

一 艺 乙 p
: 二二 、二 o

,

(s = z
,

⋯
,

, 一 l ;
j = o

,

⋯
,

p )
‘= l 盆 〔仔 ‘

2 拼 习 (d
二〔H .

X )二
,

一艺 乙 p
. 工

(d
‘
X )x

,

‘二 l x 〔万 -

(1 1 )
二

,
m 一 1 ;

j = 1

⋯
,
尹)

其中 尸
。上

由 (2 )
产

给出
,

当观测到
, 个样本 X 一 (二 , ,

⋯
, 二 ,

)
产

后
,

解方程组 (1 1) 得(。一 1)

(2尹 + l) 个未知参数 {a : 、

} 和 { d
. j

}
,

从而得二次判别函数 (4 )
尸 ,

对某一欲判样本X 代人

(4 )
‘ ,

视。个 U
。

(X )值 谁大
,

就 判其属相应的母体H
.

—
LOg is ti c

判别准则
。

“
。

一 sg n (几
。

) = 土 1 的选取考虑如下
: 拜,

二 士 1 ,

(, = 1 ,

⋯
,

m 一 1 )
,

共有 2一组取 法
,

其中仅一组正确
,

即使 In L 最大的那一组
,

这可在计算机上实现
,
。 太大时计算上会有一

定困难
,

但一般实际问题中母体数 , 不会太大
,

故是现实可行的
。

用 q u as i一N e w to n 迭代法求解(”一 1 )(2 尹十 1) 元超越方程组(1 1) 的 详 细 过程可见

[ 1 0 )
。

三
、

气 象 应 用

为使更多微机用户使用本方法
,

我们在 T R S 一

80 微机上用 Bas ic 语言 编制 了程序
,

结

合实标问题进行了计算和分析
,

现举二例如下
:

1
.

北京 7 月上旬内最高气温大于等于 3 5℃的 日数不 少于 2 天 与 少 于 2 天 的二次

L o g is t ic 判别分析

取 19 51 一 1 9 7。年的资料
, “ 一 20 ; 因子选为

x , : 5月下旬到 6 月上旬内最高气温乡 3 5℃的 日数
,

x : : 6 月下旬内最高气温 ) 35
O

C 的 日数
。

H : :

表示北京 7 月上旬最高气温 ) 3 5℃的日数少于 2 天的母体
; n ; “ 1 1 ,

H
Z :

表示北京 7 月上旬最高气温 ) 3 5℃的日数不少于 2 天的母体
; 二 2 一 9

。

当 户 二 + 1 时
,

(8) 式的对数 似然 函数 In L = 一 1 21
.

9 4乳 当 拼 = 一 1 时
,

In L -

一 1 2 2
.

0 2 8 < 一 1 2 1
.

9 4 9 ; (而线性 L o g is t ie 判别的 In L = 一 1 2 1
.

9 7 ( 12 1
.

9 4 9 ) ;
故 取使

In L 最大的 拼一 + 1 以及对应的二次 L og ist ic 判别系数
,

得到 m 一 1 = 1 个 二次 Log ist ic

判别函数
:

U (X ) = 6
.

3 3 1 4 一 3
.

6 8 2 2 x : 一 1
.

5 3 6 8 二 : + (0
.

0 1 ll x : + 0
.

0 0 9 0 二 2 )2 ;
判别矩 阵为
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1 0 1 2

小计 1 1 2 0

拟合率为 1 7 / 2 0 一 85 % ;
原始数据

、

分类情况
、

判别函数值及后验概率列于表 1
。

由 表可

见
,

判对的个例后验概率都比较大 (如 1 9 6 5
,

19 6 8 年高达 1 )
,

判错的个例后验概率都不太

大(如 1 9 6 3
,

19 6 4 年都只有 0
.

54 62 8 )
,

这有助于我们对所判对象所作的 判断的 把 握性程

度的估计
。

表 1

N 0 X ( 1 ) X ( 2 ) U ( 1 ) U ( 2 ) 1 D
.

C P
.

P

I 二 1

I 二 2

I 二 3

I 一 4

I = 5

一 1
.

3 5 0 l E + 0 0

6
。

3 3 0 3 E + 0 0

6
.

3 3 0 3 E + 0 0

1
。

1 12 7 E + 0 0

6
。

3 3 0 3 E + 0 0

0 7 9 4 15

0
.

99 8 2 2

0
.

99 8 2 2

0 7 5 2 6 3

0
.

9 9 8 2 2

内比几廿�仆�几比几n0000..

⋯
��八”n�,上n九比�九比�几�几廿几曰n�n�0自

�
廿

..

⋯
n八U几
�d.上八U

n几甘n甘几J几1100
�nnU�

..

⋯
1八U.1

1工�.上

1 0

八廿几比�几比几”几」
OC
�no八11

..

⋯
n�仔几舀了月性,�

0
。

0 0

1
.

0 0

0
.

0 0

1
.

0 0

0
。

00

0 0 0

2
.

0 0

3
.

0 0

1
.

0 0

3
.

0 0

4
.

7 9 3 9 E + 0 0

2
.

6 4 8 9 E + 0 0

4
.

7 9 3 9 E 干 0 0

1
.

1 12 7 E + 0 0

4
.

7 93 9 E + 0 0

0
.

9 9 1 7 9

0
.

9 3 3 9 4

0
.

9 9 1 7牙

0
.

7 5 2 6 3

0
.

9 9 1 7 9

月了00

6
。

3 30 3 E + 0 0

一 1
.

1 7 8 1 E + 0 1

一 9
。

3 2 0 1 E + 0 0

一 3
.

4 95 0 E + 0 0

一 6
。

2 4 9 0 E + 0 0

0
.

9 9 8 2 2

0
.

9 9 9 9 9

0
.

9 9 9 9 1

0
.

9 7 0 5 4

0
.

9 9 8 0 7

,上,一几山刀牛一」
1一1,1
�
1
,1

一一一一一一一一一一
丁l份.一�.卫了.月了二

2
.

0 0

0
.

0 0

0
.

0 0

6
.

0 0

3
.

0 0

0
,

0 0

4
.

0 0

一 1
.

0 3 2 2 E + 0 0

1
.

8 5 6 3 E 一 0 1

1
.

8 56 3 E 一 0 1

一 2
.

6 4 9 8 E + 0 1

一 1
.

2 39 1 E 一 0 1

0
.

7 3 7 3 5

0
.

5 4 6 2 8

0
.

5 4 6 28

1 0 00 00

1
.

0 0 0 0 0

|川川!�川川川川川川川川川洲引川州川州川

八比几nn
�
n
�11

⋯
J气, .匕d

�b甲‘O仆O口八”
�
l,止,11一2

一一一一一一一一一一
了1tl�.1�.盖下l

2
.

华北地区夏季旱捞的二次 L o g is ti 。
判别分析

华北地区夏季旱涝趋势的预报是关系到该地区农业生产
、

人民生活的一个重大课题
。

我们选择了太原
、

济南
、

天津三地 6一 8 月总降水量为预报对象
,

分为旱
、

平
、

涝 三个 母体

( m 一 3)
:
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H : (旱 )
: R 6 一 s< 9 9 9 (m m ) ; 。 : 二 8 ;

H Z(平 )
:
9 9 9《刀 6 一。< 14 0 1(m m ) ; 。 2 = 7 ;

H 3(涝 )
:
R 6一 s) 1 4 0 1(m m ) ; 。 3 = 7

。

用 1 9 5 5一 1 9 7 6 年共 2 2 年的资料(。 = 2 2 )
,

选用两个因子(夕= 2 )
:

二 1 :

前一年 7 月亚洲地区 5 00 hPa 月平均环流指数 1 2 ,

‘ 2 :

前一年 n 月 5 00 hP a 西太平洋月平均副高面积指数
。

户l一 + l
,

产: = + 1 :
In L = 一 2 3 3

.

3 9 7 ;

召 : 二 + 1 , 产2 = 一 1 :
In L = 一 2 3 3

.

2 8 3 (最大 ) ;

“- = 一 l , 拼: = + 1 :
In L = 一 2 3 3

.

6 2 5 ;

拼 - - 一 1
,

产2 = 一 1 :
In L 一 一 2 3 3

.

5 5 3 ;

线性 L o g istie 判别
:

In L = 一 2 3 3
.

4 3 4 ;

故选使 In L 最大的 # : = 十 1
,

拼 2一 一 1 及对应的二次 L o gi sti
。判别系数

,

而得 m 一 1 = 2个

二次 L o g istic 判别函数
:

U l(X ) = 4 6
.

4 0 3 1 一 5 1
.

2 6 4 1 x ; 一 1
.

0 3 18 x : + (一 0
.

0 4 5 8 x ; + 0
.

0 2 2 8 劣 2 )2 ;

U Z (X ) = 3 9
.

1 8 5 4 一 4 1
.

2 6 5 4 x : 一 0
.

8 7 4 2 二 : 一 (0
.

0 2 18 x l + 0
.

0 0 7 7 刃2 )气

判别矩阵为

~ ~ ~一
~

~
_

计 算 芬飞凡之壁
_ _

}
}

小 计

2

3

小计

7

2 2

拟合率为 1 9 / 2 2 之 86
.

4 %
; 而用 5 个因子的线性 Log ist ic 判别对同样的向题 用同样的资

料得拟合率 82 %
〔’] ,

可见用二次 L og ist ic 判别不仅减少了因子个数
,

而 且还提高了拟合

率
,

而 B a ye s 多级逐步判别的拟合率仅为 77 % t’1 ,

这更说明了我们的方 法的 优越性
;
原

始数据
、

分类情况
、

判别函数值及后验列于表 2 ;
表中后验概率是指计算分类的后验概率

,

它是分属三个母体 的后验概率中最大的一个
,

另二个后验概率未列出
。

四
、

讨 论

近似式(6) 口
.

、只
1。11

。

l
尹1。并非适用所有情况

,

若需要
,

可从 口
.

的 谱 分解(5 )式中取更

多的项
,

如取二项

口
,

岛只1 :

11 ,

12
: 尹 一

卜只2 ,

l‘2
。

12
。 ;

有时可先把 口
。

分解出一个对角阵 D
。 ,

再进行谱分解
,

即

O
:

貂D
。
+ 只

。

l
:

l尸
。 ;

也可 以使

O
。

、又
:

仁l
。

l产
:

一 d ia g (l
:

l
。产

)〕;

甚至直接按(3 )式 ”
:

一合
(“

。

一
“二一 )

,

将 “
。

(、一 1
,

⋯
,

饥 )作为 第
· 个母体 H

.

中各
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表 2

N O
-

X ( 1 ) X ( 2 ) U ( 1 ) U ( 2 ) U 了3 ) D
.

C C
.

C P
.

P

I = 1 1
。

O9 9 9 E + 0 1

8
.

4 3 4 7 E 于 0 0

1
。

4 0 9 6 E + 0 1

2
。

1 7 9 3 E + 0 1

一 3
.

3 6 2 2 E + 0 0

1
.

0 4 1 4 E + 0 1

8
.

1 5 1 9 E + 00

1
.

2 49 1 E + 0 1

1
。

9 37 5 E 千 0 1

一 1
。

3 3 9 5 E + 00

0
.

6 4 2 10

0
.

57 01 7

0
.

8 3 2 7 5

0
.

9 18 2 4

0
。

77 12 2

八n�
�比�n
�
八on

甘八�nn�
...-.

九h几11�J以n八”

1一曰.一
‘
l

74587
曰二曰合nJ
‘任内了

..

⋯
nnnUn�nU

2介JJ住�a

,上22

,,1‘
.1220

.

4 0

nU丹U

3
。

0 0

1 2
。

0 0

9
。

0 0

1 0
.

0 0

1 5
。

0 0

2
。

2 8 0 1 E + 0 1

9
。

9 8 0 1 E + 0 0

8
。

9 4 6 1 E + 0 0

2 2 8 0 8 E 一 0 1

2
.

3 0 1 2 E + 0 0

2
.

0 0 5 3 E + 0 1

9
。

2 8 9 8 E + 0 0

8
。

6 1 4 5 E + 0 0

1
.

5 4 9 2 E + 00

2
。

9 48 4 E + 00

O
。

93 9 7 9

0
.

66 60 3

0
.

58 2 0 9

0
.

67 6 02

0
.

6 3 45 6

71匕0月一�7n
.

⋯
1 0 0

.

5 6

,目,1

22

22222

nUn丹U

5
.

8 7 6 1 E + 0 0

1
。

3 0 4 9 E + 0 1

3
。

3 0 4 4 E + 0 0

1
.

2 5 6 0 E + 0 0

6
。

4 1 7 3 E + 0 0

5
。

9 8 8 4 E + 0 0

l
。

19 1 6 E + 0 1

J
.

0 7 5 2 E + 0 0

2
.

3 2 4 5 E + 0 0

6
.

9 9 5 7 E + 0 0

0
.

52 7 3 5

0
.

7 5 6 4 6

0
.

67 5 8 5

0
.

69 3 7 9

0
.

6 4 0 3 4

介仆n八11
�11甘八曰nn八目n�几�

..

⋯
,一n��六��目1.几11�目1

1
1�07一匕86

匕dJ皿一h八to了
..

⋯
nn八Un
�日nll11自咋九舀J络�a山l

,土目1
1.上月l

一一一一一一一一一一
一卫三奋1tiTl,1

92
Un片了叮口一了

⋯
八曰八目

0
.

6 8

0
。

6 5

7
。

0 0

1 7
。

0 0

1 4
.

0 0

1 7
。

0 0

1 6
。

0 0

一 1
.

3 0 98 E + 0 0

一 7
。

9 4 6 3 E + 0 0

一 3
.

8 6 2 0 E + 0 0

一 5
。

89 3 fi E + 0 0

一 3
.

3 35 9 E + 0 0

d
.

6 0 8 3 E 一 0 1

一 5
。

4 0 6 7 E + 0 0

一 1
。

9 5 3 2 E + 0 0

一 3
。

7 5 6 0 E + 0 0

一 1
.

6 4 1 8 E + 0 0

0
.

5 5 5 2 5

0
.

9 9 5 1 8

0
.

8 5 9 9 6

0
.

9 7 4 5 3

0
.

8 1 3 5 2

九bt了OJ00八一
.
1
.
1,上
,l,�

一一一一�一一一一一
口J巴�.盆�里皿丁几�
.二

I = 2 1

I = 2 2

0
。

8 8

D
。

5 2

1 0
.

0 0

2 5
。

0 0

一 9
。

00 39 E + QO

一 5
.

79 1 5 E + 0 0

一 5
。

8 7 8 8 E + 0 0

一 理
.

1 6 6 1 E + 0 0 3 3

0
.

9 9 7 0 9

0
.

9 8 1 7 7

匕. . 因子间的样本相关阵而得 口
。 ,

当然这仅在正态分布或近似正态分布的情况下才合理
;
也

可把前述方法混合起来考虑
,

如把 ( 4 )式变为

U
;

( X )一 只
:

X
,

口
。

X + a , :

X + a
, 。 ,

( s 一 i
,

⋯
,

m 一 1 )

其中 a
: 。 ,

a,
。

及 又
:

(。 一 l
,

⋯
,

m 一1) 用正文中的迭代最大似然函 数的方法估计
,

而 O
。

(。

一 1
,

⋯
,

m 一 1 )由本节中任一方法得到
。
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Po Pu la tio n s ,
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,

P
,
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,

s a y P> 4
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